
【문제 1】아래 제시문을 읽고 문제에 답하시오.(30점)

반지름이 인 원의 중심에서 직선까지의 거리를 라 하자. 이때, 원과 직선의 위치 관계
는 다음과 같이 정해진다.
 (1)   일 때, 원과 직선은 두 점에서 만난다.
 (2)   일 때, 원과 직선은 접한다.
 (3)   일 때, 원과 직선은 만나지 않는다.

 (문제 1-1) 원    와 직선   가 접하기 위한 실수 의 값과 접점의 

 좌표를 구하시오.(10점)

 (문제 1-2) 직선 sin   sin 가 원    에 의하여 잘린 선분의 길이의 

 최댓값을 구하고, 이때 실수 ∈ 의 값을 구하시오.(20점)

[문항해설]

(문제 1-1) 원의 중심과 직선 사이의 거리를 구하고, 원과 직선이 접하는 조건을 사용하여 실

수 의 값을 구한다. 주어진 직선과 수직이고 원의 중심을 지나는 직선의 방정식을 사용하여 

접점의 좌표를 구한다.

(문제 1-2) 원의 중심과 직선 사이의 거리 를 에 대한 함수로 표현한다. 직선이 원에 의하

여 잘린 선분의 길이 이 최댓값을 갖기 위해서는 가 최솟값을 가져야한다. 의 최댓값을 

찾기 위해 사인함수의 그래프를 통해 가 최솟값을 갖는 를 찾고, 을 계산한다.

[예시답안]

(문제 1-1)

원의 중심과 직선 사이의 거리 는 아래와 같이 구할 수 있다.

  


 



원과 직선이 접하기 때문에   을 만족한다.

    


  ⇒     ⇒  ±



접점의 좌표를 구하기 위해 주어진 직선  와 수직이고 원의 중심  를 지나는 직

선을 구한다. 즉, 기울기가 이고 점  를 지나는 직선이므로 

 


 이다.
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두 직선의 교점을 구하여 접점의 좌표를 구한다.

   ⇒    ⇒    

위에서 구한  ±


를 대입하여 값을 구한다.

 
 








 



직선의 방정식에 값을 대입하여 이에 대응하는 좌표를 구한다.

 ∓


⋅


 

∓

그러므로 접점의 좌표는 




∓ 이다.

(문제 1-2) (해설-1)

직선이 원에 의하여 잘린 선분의 길이는 오른쪽 그림과 같이 피

타고라스 정리에 의한 식

   

을 사용하여 구할 수 있다. 여기에서 은 원의 반지름이고 는 

원의 중심과 직선 사이의 거리이다. 원의 반지름은   인 상수

이므로 잘린 선분의 길이가 최댓값을 갖기 위해서는 가 최소가 

되어야 한다.

원의 중심  과 평면 사이의 거리 는 아래와 같이 구할 수 있다. 

 sin

sin
sin

sin
sin

 sin

가 최솟값을 갖는 를 찾기 위해 아래 그림의 sin(빨간색)과 sin (파란색) 그래프를 관찰하자.

그래프에서 볼 수 있듯이   일 때, 의 분자가  sin  으로 최솟값을 갖고 의 

분모가 sin  로 최댓값을 갖는다. 그러므로 가 최솟값을 갖게 하는 는 이고, 이

때 의 값은  


  이다. 가 최솟값  를 가질 때 잘린 선분의 길이는 최댓값 

        을 갖는다.



(문제 1-2) (해설-2)

직선이 원에 의하여 잘린 선분의 길이는 오른쪽 그림과 같이 피

타고라스 정리에 의한 식

   

을 사용하여 구할 수 있다. 여기에서 은 원의 반지름이고 는 

원의 중심과 직선 사이의 거리이다. 원의 반지름은   인 상수

이므로 잘린 선분의 길이가 최댓값을 갖기 위해서는 가 최소가 

되어야 한다.

원의 중심  과 평면 사이의 거리 는 아래와 같이 구할 수 있다. 

 sin

sin
sin

sin
sin

 sin

표기의 편의를 위해   sin라 하면

 

 
 



 

 
 



 



이고 의 최솟값은 범위  ≤  ≤ 에서 함수  
 


가 최솟값을 가질 때 발생한다.

범위  ≤  ≤ 에서 의 최솟값을 구하기 위해 구간의 끝 값과 임계점에서의 함수값을 

비교하자. 구간의 끝 값에서 함숫값은 아래와 같다.

  


,   



임계점을 구하기 위해 도함수가 0이 되는 값을 찾자.

′  

 
 

 
 



의 범위가  이므로   


이고, 이때 함숫값은 

 


 


이다.   


, 

  


, 

  


중 최솟값은   


이다.

  sin 일 때 가 최솟값을 가지므로   이고, 이때 의 값은  


  이다. 

가 최솟값  를 가질 때 잘린 선분의 길이는 최댓값        을 

갖는다.



【문제 2】아래 문제에 답하시오.(25점)

오른쪽 그림과 같이 모든 모서리의 길이가 2인 정

사각뿔 E-ABCD를 밑면의 한 변인 AD를 지나는 평

면을 이용하여 두 조각으로 분할하려고 한다. 평면 

AFGD에 의해 잘린 사각뿔 E-AFGD을 T이라 하고 

정사각뿔 E-ABCD에서 T을 제외한 도형을 T라 

할 때, 다음 물음에 답하시오.

(문제 2-1) 선분 FB의 길이가 1일 때, 도형 T과 T의 부피를 각각 구하시오.(10점)

(문제 2-2) 도형 T과 T의 부피가 서로 같을 때, 선분 FB의 길이를 구하시오.(15점)

[문항해설]

(문제 2-1)  도형의 특성, 삼수선의 정리, 이면각, 공간좌표 등의 지식을 종합적으로 사용하여 

주어진 공간도형의 부피를 구한다. 공간좌표를 이용할 경우 제 1팔분공간의 두 좌표축을 밑면

의  두 변과 일치시킨 후 꼭지점의 좌표와 절단 면의 방정식을 구하여 도형 T의 높이를 구

한다. 사다리꼴 모양의 절단면의 넓이를 삼수선의 정리나 피타고라스 정리를 이용하여 구한 

후, T의 부피를 구한다.

(문제 2-2) 도형의 특성, 삼수선의 정리, 이면각, 공간좌표 등의 지식을 종합적으로 사용하여 

(문제 2-1)과 같은 순서로 도형 T이나 T의 부피를 나타내는 식을 구하고 주어진 조건을 만

족하는 방정식을 세워 해를 구한다. 

[예시답안]

(문제 2-1) 

(방법1) ∆AEC는 밑변이  이고 나머지 두 변이 인 이등변삼각

형이다.

꼭지점 E에서 수직이등분선을 그려 선분 AC와 만나는 점을 K라 하

면 선분 EK의 길이는  가 되고 이것은 정사각뿔의 높이가 된다. 

따라서 주어진 정사각뿔의 부피는   


⋅⋅ 


이다.

FB=1일 때 도형 T의 부피를 구하기 위해 오른쪽 그림과 같이 세 조각으로 나눠보면 가운

데 부분은 삼각기둥형태로 높이는 정사각뿔 높이의 절반 즉, 


이고

부피가 


⋅⋅


⋅ 


이다.

나머지 두 조각을 붙이면 직사각뿔이 되고 그 부피는 



 


⋅⋅⋅





이고 따라서 

도형 T의 부피는  









도형 T의 부피는 








이다.

(방법2)  ∆AEC는 밑변이  이고 나머지 두 변이 인 이등변삼각형이다.

꼭지점 E에서 수직이등분선을 그려 선분 AC와 만나는 점을 K라 하면 선분 EK의 길이는 

가 되고 이것은 정사각뿔의 높이가 된다. 따라서 주어진 정사각뿔의 부피는 

  


⋅⋅ 


이다.

공간좌표계의 제1팔분공간에 꼭지점 A를, 원점 O와 선분 AB를 축과 일치시키고, 먼저 꼭지

점들의 좌표를 구한다. 이후 도형 T의 부피를 구한다.

H(0,1,0), J(





)이고 선분 HJ는 평면 AFGD와 같은 기울기를 

갖는다. 따라서 평면의 식은

 


  이고, 

HJ 





 





,

점 E(1,1, )에서 평면 AFGD까지 거리는  

















 이고, 

사다리꼴 AFGD의 넓이는 


⋅HJ= 


⋅





이다.

따라서 도형 T의 부피는 


⋅


⋅





이고

    도형 T의 부피는 









(문제 2-2)

(방법1) 점 F( 








)의 좌표를 확인하고 (문제 2-1)에서와 비슷하게 도형 T를 세 조

각으로 나누면 그 중 가운데 부분의 부피는

 


⋅⋅


⋅ 



이고, 나머지 두 조각을 붙인 직사각뿔의 부피는



 


⋅⋅⋅





 이다. 따라서 

도형 T의 부피는 





 


  

이고, 이 식을 정사각뿔의 부피의 절반인 


 와 같게 놓으면

    


   




  ⇒     

 ⇒   ± 에서    를 얻는다.

(방법2) (문제 2-1)에서와 같이 공간좌표계의 제1팔분공간에 꼭지점 A를 원점과 일치시키고, 

필요한 꼭지점의 좌표를 구하고 사다리꼴 AFGD의 넓이와 점 E에서의 거리를 구한다.

점 F( 


 





)로부터 평면 AFGD의 식을 구하면 

 
 







 

 
이고, 또 사다리꼴 AFGD의 높이는

 

 


 


  

  


 이다. 따라서 

사다리꼴 AFGD의 넓이는 

 

  


 

    이고,

점 E(1,1, )에서 평면 AFGD까지 거리는 

 





 
 



 
 

  

  
이고, 따라서 도형 T의 부피는 

 


⋅

    ⋅  

  

   


 


  

이 식을 정사각뿔의 부피의 절반인 


 와 같게 놓으면

 


    


  ⇒     

 ⇒   ± 에서    를 얻는다.


